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INTRODUCTION. 


Les influences qui déterminent les mouvements de la Bourse sont 
innombrables, des événements passés, actuels ou même escomptables, 
ne présentant souvent aucun rapport apparent avec scs variations, se 
répercutent sur son cours. 

A côté des causes en quelque sorte naturelles des variations, inter¬ 
viennent aussi des causes factices : la Bourse agit sur elle-même et le 
mouvement actuel est fonction, non seulement des mouvements anté¬ 
rieurs, mais aussi de la position de place. 

La détermination de ces mouvements se subordonne k un nombre 
infini de facteurs : il est dès lors impossible d’en espérer la prévi¬ 
sion mathématique. Les opinions contradictoires relatives k ces varia¬ 
tions se partagent si bien qu'au même instant les acheteurs croient k 
la hausse et les vendeurs k la baisse. 

Le Calcul des probabilités ne pourra sans doute jamais s’appliquer 
aux mouvements de la cote et la dynamique de la Bourse ne sera 
jamais une science exacte. 

Mais il est possible d’étudier mathématiquement l’état statique du 
marché k un instant donné, c’est-à-dire d’établir la loi de probabilité 
des variations de cours qu’admet k cet instant le marché. Si le marché, 
en effet, ne prévoit pas les mouvements, il les considère comme étant 
plus ou moins probables, et cette probabilité peut s’évaluer mathé¬ 
matiquement. 

B. i 
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La recherche d’une formule qui l’exprime ne parait pas jusqu'à ce 
jour avoir été publiée; elle sera l’objet de ce travail. 

J’ai cru nécessaire de rappeler d’abord quelques notions théoriques 
relatives aux opérations de bourse en y joignant certains aperçus nou¬ 
veaux indispensables à nos recherches ultérieures. 


LES OPÉRATIONS DE BOURSE. 

Opérations de bourse. — Il y a deux sortes d’opérations à terme : 

Les opérations fermes; 

Les opérations à prime. 

Ces opérations peuvent se combiner à l’infini, d’autant que l’on traite 
souvent plusieurs sortes de primes. 

Opérations fermes. — Les opérations à terme fermes sont absolument 
analogues à celles du comptant, mais on règle seulement des diffé¬ 
rences à une époque fixée d’avance et appelée liquidation. Elle a lieu 
le dernier jour de chaque mois. 

Le cours établi le jour de la liquidation et auquel on rapporte toutes 
les opérations du mois est le cours de compensation. 

L’acheteur ferme ne limite ni son gain ni sa perte, il gagne la diffé¬ 
rence entre le prix d’achat et le prix de vente, si la vente est faite au- 
dessus du prix d’achat, il perd la différence si la vente est faite au- 
dessous. 

Il y a perte pour le vendeur ferme qui rachète plus haut qu’il n’a 
primitivement vendu, il y a gain dans le cas contraire. 

Reports. — L’acheteur au comptant touche ses coupons et peut con¬ 
server indéfiniment ses titres. Une opération à terme expirant à la 
liquidation, l’acheteur à terme doit, pour conserver sa position jus¬ 
qu’à la liquidation suivante, payer au vendeur une indemnité dite 
report ( ' ). 


(') Pour la définition complète des reports, je renvoie aux Ouvrages spéciaux. 
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Le report varie à chaque liquidation; sur la rente il est en moyenne 
de o fl ', 18 par 3 fr , mais il peut être plus élevé ou nul; il peut même 
être négatif, on l’appelle alors déport; dans ce cas, le vendeur indem¬ 
nise l’acheteur. 

Le jour du détachement du coupon, l’acheteur à terme reçoit du 
vendeur le montant de ce coupon. En même temps, le cours baisse 
d’une somme égale; acheteur et vendeur se trouvent donc immédiate¬ 
ment après le détachement du coupon dans la même position relative 
qu’avant cette opération. 

On voit que si l’acheteur a l’avantage de toucher les coupons, par 
contre, il doit en général payer des reports. Le vendeur, au contraire, 
touche les reports, mais il paye les coupons. 

Rentes reportables. — Sur la rente, le coupon de o fr , 7 > par trimestre 
représente o fr , 20 par mois, alors que le report est presque toujours 
inférieur à o fr , 20. La différence est donc à l’avantage de l’acheteur; de 
là est venue l’idée d’acheter des rentes pour les faire reporter indéfi¬ 
niment. 

Cette opération est dite de la rente reportable; nous étudierons plus 
loin ses probabilités de réussite. 

Cours équivalents. — Pour bien nous rendre compte du mécanisme 
des coupons et des reports, faisons abstraction de toutes les autres 
causes de variation des cours. 

Puisque tous les trois mois sur la rente au comptant est détaché 
un coupon de o fr , 70 représentant l’intérêt de l’argent de l’acheteur, 
la rente au comptant doit logiquement monter chaque mois de o fr , 20. 
Au cours actuellement coté correspond un cours qui, dans trente 
jours, serait plus élevé de o fr , 2 j, dans quinze jours de o rr ,i2 ), etc. 

Tous ces cours peuvent être considérés comme équivalents. 

La considération des cours équivalents est beaucoup plus compli¬ 
quée lorsqu’il s’agit d'opérations à terme. Il est d'abord évident que 
si le report est nul, le terme doit se comporter comme le comptant et 
que le cours doit logiquement monter de o fr , a 5 par mois. 

Considérons maintenant le cas où le report serait de o fr ,2j. Prenons 
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l’axe des x pour représenter les temps ( fig . i), la longueur OA repré¬ 
sente un mois compris entre deux liquidations dont l’une correspond 
au point O et l’autre au point A. 



Les ordonnées représentent les cours. 

Si AB équivaut à o fr , a 5 , la marche logique de la rente au comptant 
sera représentée par la ligne droite OBE (* ). 

Considérons maintenant le cas où le report serait de o fr , io. Un peu 
avant la liquidation, le comptant et le terme seront au même cours O; 
puis, l’acheteur à terme devant payer o fr ,de report, le cours du 
terme sautera brusquement de O en C et suivra pendant tout le mois 
la ligne horizontale CB. En B, il se confondra de nouveau avec le cours 
du comptant pour augmenter tout à coup de o fr ,2.5 en D, etc. 

Dans le cas où le report est une quantité donnée correspondant à la 
longueur OF, le cours devrait suivre la ligne FB, puis GE, et ainsi de 
suite. La rente à terme doit donc logiquement dans ce cas, d’une 
liquidation à l’autre, monter d’une quantité représentée par FC qu’on 
pourrait appeler le complément du report. 

Tous les cours de F à B de la ligne FB sont équivalents pour les diffé¬ 
rentes époques auxquelles ils correspondent. 

En réalité, l’écart entre le terme et le comptant ne se détend pas 
d’une façon absolument régulière et FB n’est pas une droite, mais la 
construction qui vient d’être faite au début du mois peut se répéter à 
une époque quelconque représentée par le point N. 


( l ) On suppose qu’il n’y a pas do détachement de coupon dans l’intervalle considéré, 
ce qui d’ailleurs ne changerait rien à la démonstration. 
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Soit NA le temps qui s’écoulera entre l’époque N considérée et la 
liquidation représentée par le point A. 


Fig. i. 



Pendant le temps NA, la rente au comptant doit logiquement mon¬ 
ter de AB, proportionnel à NA. Soit NF l’écart entre le comptant et le 
terme, tous les cours correspondant à la ligne FB sont équivalents. 


Cours vrais. — Nous appellerons cours vrai correspondant à une 
époque le cours équivalent correspondant à cette époque. 

La connaissance du cours vrai a une très grande importance, je 
vais étudier comment on le détermine. 

Désignons par b la quantité dont doit logiquement monter la rente 
dans l’intervalle d’une journée. Le coefficient b varie généralement 
peu, sa valeur chaque jour peut être exactement déterminée. 

Supposons que n jours nous séparent de la liquidation, et soit G 
l’écart du terme au comptant. 

En n jours, le comptant doit monter de centimes, le terme 
étant plus élevé de la quantité C ne doit monter pendant ces n jours 
que de la quantité — C, c’est-à-dire pendant un jour de 


On a donc 



La moyenne des cinq dernières années donne 


B. 


b= o c ,a64. 


a 
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Le cours vrai correspondant à m jours sera égal au cours coté 
actuellement, augmenté de la quantité mb. 

Représentation géométrique des opérations fermes. — Une opération 
peut se représenter géométriquement d’une façon très simple, l’axe 
des x représentant les différents cours et l’axe des y les bénéfices cor¬ 
respondants. 

Je suppose que j’aie fait un achat ferme au cours représenté par O, 
que je prends pour origine. Au cours x = OA, l’opération donne pour 


Fig. 3. 



bénéfice x; et comme, l’ordonnée correspondante doit être égale au 
bénéfice, AB = OA; l’achat ferme est donc représenté par la ligne OB 
inclinée à 45 ° sur la ligne des cours. 

Une vente ferme se représenterait d’une façon inverse. 

Primes. — Dans l’achat ou la vente ferme, acheteurs et vendeurs 
s’exposent à une perte théoriquement illimitée. Dans le marché à 
prime, l’acheteur paye le titre plus cher que dans le cas du marché 
ferme, mais sa perte en baisse est limitée d’avance à une certaine 
somme qui est le montant de la prime. 

Le vendeur de prime a l’avantage de vendre plus cher, mais il ne 
peut avoir pour bénéfice que le montant de la prime. 

On fait aussi des primes à la baisse qui limitent la perte du ven¬ 
deur; dans ce cas, l’opération se fait à un cours inférieur à celui du 
ferme. 

On ne traite ces primes à la baisse que dans la spéculation sur les 
marchandises; dans la spéculation sur les valeurs, on obtient une 
prime à la baisse en vendant ferme et en achetant simultanément à 
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prime. Pour fixer les idées, je ne m’occuperai que des primes à la 
hausse. 

Supposons, par exemple, que le 3 ®/ 0 cote io4 fr au début du mois; 
si nous en achetons 3ooo ferme, nous nous exposons à une perte qui 
peut devenir considérable s’il se produit une forte baisse. 

Pour éviter ce risque, nous pouvons acheter une prime dont 5o c (*) 
en payant, non plus io4 fr , mais io4 fr ,i5, par exemple; notre cours 
d’achat est plus élevé, il est vrai, mais notre perte reste limitée quelle 
que soit la baisse à 5o c par 3 fr , c’est-à-dire à 5oo rr . 

L’opération est la même que si nous avions acheté du ferme 
à io4 fr ,i5, ce ferme ne pouvant baisser de plus de 5o c , c’est-à-dire 
descendre au-dessous de io3 fr ,65. 

Le cours de io3 fr ,65, dans le cas actuel, est le pied de la prime. 

On voit que le cours du pied de la prime est égal au cours auquel 
elle est négociée, diminué du montant de la prime. 

Réponse des primes. — La veille de la liquidation, c’est-à-dire l’avant- 
dernier jour du mois, a lieu la réponse des primes. Reprenons l’exemple 
précédent et supposons qu’à cet instant de la réponse le cours de la 
rente soit inférieur à io3 fp ,65, nous abandonnerons notre prime, qui 
sera le bénéfice de notre vendeur. 

Si, au contraire, le cours de la réponse est supérieur à io3 fr ,65, 
notre opération sera transformée en opération ferme; on dit dans ce 
cas que la prime est levée. 

En résumé, une prime est levée ou abandonnée suivant que le cours 
de la réponse est inférieur ou supérieur au pied de la prime. 

On voit que les opérations à prime ne courent pas jusqu’à la liqui¬ 
dation; si la prime est levée à la réponse, elle devient du ferme et se 
liquide le lendemain. 

Dans tout ce qui suivra, nous supposerons que le cours de compen¬ 
sation se confond avec le cours de la réponse des primes; cette hypo¬ 
thèse est justifiable, car rien n’empêche de liquider ses opérations à 
la réponse des primes. 


(*) On dit une prime dont pour une prime de et l’on emploie la notation io4,i 5/5o 
pour désigner une opération faite au cours do io4' r , i5 dont âo'. 
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Écart des primes. — L’écart entre le cours du ferme et celui d’une 
prime dépend d’un grand nombre de facteurs et varie sans cesse. 

Au même instant, l’écart est d’autant plus grand que la prime est 
plus faible; par exemple, la prime dont 5o c est évidemment meilleur 
marché que la prime dont 25 e . 

L’écart d’une prime décroît plus ou moins régulièrement depuis le 
commencement du mois jusqu’à la veille de la réponse, moment où cet 
écart devient très faible. 

Mais, suivant les circonstances, il peut se détendre très irrégulière¬ 
ment et se trouver plus grand quelques jours avant la réponse qu’au 
commencement du mois. 

Primes pour fin prochain. — On traite des primes non seulement 
pour fin courant, mais aussi pour fin prochain. L’écart de celles-ci est 
nécessairement plus grand que celui des primes fin courant, mais il 
est plus faible qu’on ne le croirait en faisant la différence entre le 
cours de la prime et celui du ferme; il faut en effet déduire de cet 
écart apparent l’importance du report fin courant. 

Par exemple, l’écart moyen de la prime /25 e à 45 jours de la réponse 
est en moyenne de 72 e ; mais, comme le report moyen est de 17 e , 
l’écart n’est en réalité que de 55 e . 

Le détachement d’un coupon fait baisser le cours de la prime d’une 
valeur égale à l’importance du coupon. Si, par exemple, j’achète, le 
2 septembre, une prime /25 e à io4 fr , 5o fin courant, le cours de ma 
prime sera devenu io3 fr , 75 le 16 septembre après le détachement du 
coupon. 

Le cours du pied de la prime sera io3 fr , 5o. 

Primes pour le lendemain. — On traite, surtout en coulisse, des 
primes dont 5 e et quelquefois dont 10 e pour le lendemain. 

La réponse pour ces petites primes a lieu tous les jours à 2 h . 


Les primes en général. — Dans un marché à prime pour une échéance 
donnée, il y a deux facteurs à considérer : l’importance de la prime et 
son écart du ferme. 
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Il est bien évident que plus une prime est forte, plus son écart est 
petit. 

Pour simplifier la négociation des primes, on les a ramenées à trois 
types en faisant sur l’importance de la prime et sur son écart les trois 
hypothèses les plus simples : 

i° L’importance de la prime est constante et son écart est variable; 
c’est cette sorte de prime qui se négocie sur les valeurs; par exemple, 
sur le 3 */o on traite des primes /5o c , /25 e et / 10 e . 

2 ° L’écart de la prime est constant et son importance est variable; 
c’est ce qui a lieu pour les primes à la baisse sur les valeurs (c’est- 
à-dire la vente ferme contre achat à prime). 

3° L’écart de la prime est variable ainsi que son importance, mais 
ces deux quantités sont toujours égales. C’est ainsi que l’on traite les 
primes sur les marchandises. Il est évident qu’en employant ce dernier 
système on ne peut traiter à un moment donné qu’une seule prime 
pour la même échéance. 

Remarque sur les primes. — Nous examinerons quelle est la loi qui 
régit les écarts des primes; cependant nous pouvons, dès maintenant, 
faire une remarque assez curieuse : 

Une prime doit être d’autant plus forte que son écart est plus faible. 
Ce fait évident ne suffit pas pour montrer que l’usage des primes soit 
rationnel. 

J’ai en effet reconnu, il y a plusieurs années, qu’il était possible en 
■* l’admettant d’imaginer des opérations où l’un des contractants gagne¬ 

rait à tous les cours. 

Sans reproduire les calculs, élémentaires mais assez pénibles, je me 
contente de présenter un exemple. 

L’opération suivante : 

Achat d’une unité /i*. 

Vente de quatre unités /5o r , 

Achat de trois unités /25 e , 

donnerait un bénéfice à tous les cours pourvu que l’écart du /25 e au /5o e 
soit au plus le tiers de l’écart du /5o c au /i fr . 
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Nous verrons que des écarts semblables ne se rencontrent jamais 
dans la pratique. 

Représentation géométrique des opérations à prime. — Proposons- 
nous de représenter géométriquement un achat à primes. 

Prenons, par exemple, pour origine le cours du ferme au moment 
où la prime dont h a été traitée; soit E, le cours relatif de cette prime 
ou son écart. 

Au-dessus du pied de la prime, c’est-à-dire au cours (E, — h) repré¬ 
senté par le point A, l’opération est assimilable à une opération ferme 
traitée au cours E, ; elle est donc représentée par la ligne CBF. Au- 
dessous du cours E, — h, la perte est constante et, par suite, l’opéra¬ 
tion est représentée par la ligne brisée DCF. 


Fig. 4 . 



La vente à prime se représenterait d’une façon inverse. 

Écarts vrais. — Jusqu’à présent nous n’avons parlé que des écarts 
cotés, les seuls dont on s’occupe ordinairement; ce ne sont cependant 
pas eux qui s’introduiront dans notre théorie, mais bien les écarts 
vrais, c’est-à-dire les écarts entre les cours des primes et les cours 
vrais correspondant à la réponse des primes. Le cours dont il s’agit 
étant supérieur au cours coté (à moins que le report soit supérieur 
à 25 e , ce qui est rare), il en résulte que l’écart vrai d’une prime est 
inférieur à son écart coté. 

L’écart vrai d’une prime traitée n jours avant la réponse sera égal à 
son écart diminué de la quantité nb. 

L’écart vrai d’une prime pour fin prochain sera égal à son écart coté 
diminué de la quantité [20 -+- (n — 3o)ù]. 
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Options. — On traite sur certains marchés des opérations en quelque 
sorte intermédiaires entre les opérations fermes et les opérations à 
prime, ce sont les options. 

Supposons que 3o fr soient le cours d’une marchandise. Au lieu d’a¬ 
cheter une unité au cours de 3o fr pour une échéance donnée, nous 
. pouvons acheter une option du double pour la même échéance à 32 fr , 
par exemple. Il faut entendre par là que pour toute différence au-des¬ 
sous du cours de 3a fr , nous ne perdons que sur une unité, alors que 
pour toute différence au-dessus, nous gagnons sur deux unités. 

Nous aurions pu acheter une option du triple à 33 fr , par exemple, 
c’est-à-dire que, pour toute différence au-dessous du cours de SS 0, 
nous perdons sur une unité, alors que pour toute différence au-dessus 
de ce cours nous gagnons sur trois unités. On peut imaginer des op¬ 
tions d’un ordre multiple, la représentation géométrique de ces opé¬ 
rations ne présente aucune difficulté. 

On traite aussi des options à la baisse, nécessairement au même 
écart que les options à la hausse du même ordre de multiplicité. 

LES PROBABILITÉS DANS LES OPÉRATIONS 
DE BOURSE. 

Probabilités dans les opérations de bourse. — On peut considérer 
deux sortes de probabilités : 

i° La probabilité que l’on pourrait appeler mathématique, c’est 
celle que l’on peut déterminera priori; celle que l’on étudie dans les 
jeux de hasard. 

2 ° La probabilité dépendant de faits à venir et, par conséquent, 
impossible à prévoir d’une façon mathématique. 

C’est cette dernière probabilité que cherche a prévoir le spécula¬ 
teur, il analyse les raisons qui peuvent influer sur la hausse ou sur la 
baisse et sur l’amplitude des mouvements. Ses inductions sont abso¬ 
lument personnelles, puisque sa contre-partie a nécessairement l’opi¬ 
nion inverse. 

Il semble que le marché, c’est-à-dire l’ensemble des spéculateurs, 
ne doit croire à un instant donné ni à la hausse, ni à la baisse. 
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puisque, pour chaque cours coté, il y a autant d’acheteurs que de 
vendeurs. 

En réalité, le marché croit à la hausse provenant de la différence 
entre les coupons et les reports; les vendeurs font un léger sacrifice 
qu’ils considèrent comme compensé. 

On peut ne pas tenir compte de cette différence, à la condition de 
considérer les cours vrais correspondant à la liquidation, mais les 
opérations se réglant sur les cours cotés, le vendeur paye la 
différence. 

Par la considération des cours vrais on peut dire : 

Le marché ne croit, à un instant donne, ni à la hausse, ni à la baisse 
du cours vrai. 

Mais, si le marché ne croit ni à la hausse, ni à la baisse du cours 
vrai, il peut supposer plus ou moins probables des mouvements d’une 
certaine amplitude. 

La détermination de la loi de probabilité qu’admet le marché à un 
instant donné sera l’objet de cette étude. 

L’espérance mathématique. — On appelle espérance mathématique 
d’un bénéfice éventuel le produit de ce bénéfice par la probabilité 
correspondante. 

L 'espérance mathématique totale d’un joueur sera la somme des pro¬ 
duits des bénéfices éventuels par les probabilités correspondantes. 

Il est évidentqu’un joueur ne sera ni avantagé, ni lésé si son espé¬ 
rance mathématique totale est nulle. 

On dit alors que le jeu est équitable. 

On sait que les jeux de courses et tous ceux qui sont pratiqués dans 
les maisons de jeu ne sont pas équitables : la maison de jeu ou le 
donneur s’il s’agit de paris aux courses, jouent avec une espérance po¬ 
sitive, et les pontes avec une espérance négative. 

Dans ces sortes de jeux les pontes n’ont pas le choix entre l’opéra¬ 
tion qu’ils font et sa contre-partie ; comme il n’en est pas de même à 
la Bourse, il peut sembler curieux que ces jeux ne soient pas équi¬ 
tables, le vendeur acceptant a priori un désavantage si les reports sont 
inférieurs aux coupons. 
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L’existence d’une seconde sorte de probabilités explique ce fait qui 
peut sembler paradoxal. 

L’avantage mathématique. — L’espérance mathématique nous in¬ 
dique si un jeu est avantageux ou non : elle nous apprend de plus ce 
que le jeu doit logiquement faire gagner ou faire perdre; mais elle ne 
donne pas un coefficient représentant, en quelque sorte, la valeur 
intrinsèque du jeu. 

Ceci va nous amener à introduire une nouvelle notion : celle de 
l’avantage mathématique. 

Nous appellerons avantage mathématique d’un joueur le rapport de 
son espérance positive à la somme arithmétique de ses espérances po¬ 
sitive et négative. 

L’avantage mathématique varie comme la probabilité de zéro à un, il 
est égal à 5 quand le jeu est équitable. 

Principe de l'espérance mathématique. — On peut assimiler l’ache¬ 
teur au comptant à un joueur; en effet, si le titre peut monter après 
l’achat, la baisse est également possible. Les causes de cette hausse 
ou de celte baisse rentrent dans la seconde catégorie de probabilités. 

D’après la première le titre (') doit monter d’une valeur égale à 
l’importance de ses coupons; il en résulte qu’au point de vue de cette 
première classe de probabilités : 

L’espérance mathématique de l’acheteur au comptant est positive. 

Il est évident qu’il en sera de même de l’espérance mathématique 
de l’acheteur à terme si le report est nul, car son opération sera 
assimilable à celle de l’acheteur au comptant. 

Si le report sur la rente était de 25 e , l’acheteur ne serait pas plus 
avantagé que le vendeur. 

On peut donc dire : 

Les espérances mathématiques de l’acheteur et du vendeur sont 
nulles quand le report est de 25 e . 

Quand le report est inférieur à 2 » r , ce qui est le cas ordinaire : 


(') Je considère le cas le plus simple d'un litre à revenu fixe, sinon l'augmentation du 
revenu serait une probabilité de la seconde classe. 

B. 3 
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L’espérance mathématique de l’acheteur est positive, celle du 
vendeur est négative. 

Il faut toujours remarquer qu’il s’agit uniquement de la première 
sorte de probabilités. 

D’après ce qui a été vu précédemment, on peut toujours considérer 
le report comme étant de 25 e à la condition de remplacer le cours 
coté par le cours vrai correspondant à la liquidation; si donc, on con¬ 
sidère ces cours vrais on peut dire que : 

Les espérances mathématiques de l’acheteur et du vendeur sont 
nulles. 

Au point de vue des reports on peut considérer la réponse des 
primes comme se confondant avec la liquidation ; donc : 

Les espérances mathématiques de l’acheteur et du vendeur de 
primés sont nulles. 

En résumé, la considération des cours vrais permet d’énoncer ce 
principe fondamental : 

L’espérance mathématique du spéculateur est nulle. 

Il faut bien se rendre compte de la généralité de ce principe : il 
signifie que le marché, à un instant donné, considère comme ayant une 
espérance nulle non seulement les opérations traitables actuellement, 
mais encore celles qui seraient basées sur un mouvement ultérieur des 
cours. 

Par exemple, j’achète de la rente avec l’intention de la revendre 
lorsqu’elle aura monté de 5o c , l’espérance de cette opération com¬ 
plexe est nulle absolument comme si j’avais l’intention de revendre 
ma rente en liquidation ou à un moment quelconque. 

L’espérance d’une opération ne peut être positive ou négative que 
s’il se produit un mouvement des cours, a priori elle est nulle. 

Forme générale de la courbe de probabilité. — La probabilité pour 
que le cours y soit coté à une époque donnée est une fonction de y. 

On pourra représenter cette probabilité par l’ordonnée d’une courbe 
dont les abscisses correspondront aux différents cours. 

Il est évident que le cours considéré par le marché comme le plus 
probable est le cours vrai actuel : si le marché en jugeait autrement, 
il coterait non pas ce cours, mais un autre plus ou moins élevé. 
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Dans la suite de cette étude, nous prendrons pour origine des coor¬ 
données le cours vrai correspondant à l’époque donnée. Le cours 
pourra varier entre — x 0 et -+- oo; x 0 étant le cours absolu actuel. 

Nous supposerons qu’il puisse varier entre — oo et -+- ao; la probabi¬ 
lité d’un écart plus grand que x 0 étant considérée a priori comme tout 
à fait négligeable. 

Dans ces conditions, on peut admettre que la probabilité d’un écart 
à partir du cours vrai est indépendante de la valeur absolue de ce 
cours, et que la courbe des probabilités est symétrique par rapport au 
cours vrai. 

Dans ce qui suivra, il ne sera question que du cours relatif, l’origine 
des coordonnées correspondra toujours au cours vrai actuel. 


La loi de probabilité. — La loi de probabilité peut se déterminer par 
le principe de la probabilité composée. 

Désignons par p Xtt dx, la probabilité pour que, à l’époque i, le cours 
se trouve compris dans l’intervalle élémentaire x, x -t- dx. 

Cherchons la probabilité pour que le cours z soit coté à l’époque 
t, 1 2 , le cours x ayant été coté à l’époque 

En vertu du principe de la probabilité composée, la probabilité 
cherchée sera égale au produit de la probabilité pour que le cours x 
soit coté à l’époque c’est-à-dire p xli dx, multipliée parla probabi¬ 
lité pour que, le cours x étant coté à l’époque le cours z soit coté 
à l’époque t, ■+■ t a , c’est-à-dire, multipliée par dz. 

La probabilité cherchée est donc 

Px.i, p-—r t, dxdz. 


Le cours pouvant se trouver à l’époque /, dans tous les inter¬ 
valles dx compris entre —oo et H- oc, la probabilité pour que le 
cours s soit coté à l’époque /, -+-1, sera 



| P X—4* t /| ci w• 


La probabilité de ce cours z, à l’époque t, 4- 
pression on a donc 


p*, i,+<, dz — y p x , i, Px—x, i, dx dz 


a aussi pour cx- 
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OU 


' } z, 1,+t, — J' Px, I, Pz—x, I, dx , 


telle est l’équation de condition à laquelle doit satisfaire la fonction p. 


Cette équation est vérifiée, comme nous allons le voir, par la fonction 

p — Ae~ B ' x '. 

Remarquons dès maintenant que l’on doit avoir 

p dx = A Ç dx — i. 

L’intégrale classique qui figure dans le premier terme a pour valeur 
on a donc B = A \Zü et, par suite 

En posant x — o, on obtient A = p 0 , c’est-à-dire : A égale la proba¬ 
bilité du cours coté actuellement. 

Il faut donc établir que la fonction 

p — p 0 e- n i’i j ', 

où Pq dépend du temps, satisfait bien à l’équation de condition ci- 
dessus. 



Soient p , et p % les quantités correspondant à et relatives aux 
temps t, et/ 2 , il faut prouver que l’expression 





peut se mettre sous la forme Ae - ®’ 2 ’; A et B ne dépendant que du 
temps. 

Cette intégrale devient, en remarquant que z est une constante. 


ou 


PiPie-* rïz 'é ~' n(, ’ î +PÎ}+ lr ' ri " dx 

r -«(■rVpFïpi -j=r==,) 
Vie p ' p ' I e \ Jrt+rtJ dx; 

1 / -QO 
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ai 


posons 


nous aurons alors 


X'/pï+Pl — ~r^== —, = “» 
S/P\ + />î 


/>■/?> e 
y/p 


-*« "T ” 


* p* ■*•/’* 

_____- / rf«. 


L’intégrale ayant pour valeur i, nous obtenons finalement 

/*! rl 

/>«/>« ** , 

V^î + /»î 

Cette expression ayant la forme désirée, on doit en conclure que la 
probabilité s’exprime bien par la formule 

p=p t e—»*', 

dans laquelle/»» dépend du temps. 

On voit que la probabilité est régie par la loi de Gauss déjà célèbre 
dans le Calcul des probabilités. 


Probabilité en fonction du temps. — La formule antéprécédente nous 
montre que les paramètres />„ = /(/) satisfont à la relation fonction¬ 
nelle 


/*«. + <.) 


/MM/V,) . 


diflerentions par rapport à /,, puis par rapport à Le premier membre 
ayant la même forme dans les deux cas, nous obtenons 

/'(M _/'(M 
/*(<•) /*«.)’ 


Cette relation ayant lieu, quels que soient /, et /„ la valeur corn 
munc des deux rapports est constante, et l’on a 


d’où 




/(t)=p»= 5 * 

V* 

H désignant une constante. 
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Nous avons donc pour expression de la probabilité 


ir H* jt* 


H 

' = 7î* ' ' 

Espérance mathématique. — L’espérance correspondant au cours x 
a pour valeur 

Ë± «— 

& 

L’espérance positive totale est donc 

r 11 J 

Jn \J t 


Ex -üüiü v/7 

-—e ‘ dx = - v • 

o \Jt 2 * H 


Nous prendrons pour constante, dans notre étude, l’espérance ma¬ 
thématique k correspondant à t = i; nous aurons donc 


k = - ou H = • 

27tH 27t k 


L'expression définitive de la probabilité est donc 


P — 


'TtA-y r t 


ITZÀU 


L’espérance mathématique 


J f px dx = k\fi 
0 

est proportionnelle à la racine carrée du temps. 

Nouvelle détermination de la loi de probabilité. — L’expression de la 
fonction p peut s’obtenir en suivant une voie différente de celle que 
nous avons employée. 

Je suppose que deux événements contraires A et B aient pour pro¬ 
babilités respectives p et q = i — p. La probabilité pour que, sur 
m événements, il s’en produise a égaux à A et m — a égaux à B a pour 
expression 

m ! „ „ 


a ! (m — a) 1 
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C’est un des termes du développement de ( p •+■ q) m . 

La plus grande de ces probabilités a lieu pour 

ot = mp et (m — a)=mq. 

Considérons le terme dont l’exposant de p est mp -+• h, la probabilité 
correspondante est 

m î 

_!_ D mp+h a mq—h 

{mp -h h) ! (mq — h)- 7 

La quantité h est appelée Y écart. 

Cherchons quelle serait l’espérance mathématique d’un joueur qui 
toucherait une somme égale à l’écart quand cet écart serait positif. 

Nous venons de voir que la probabilité d’un écart À est le terme du 
développement de ( p -+- q) m dans lequel l’exposant de p est mp -+- h et 
celui de q, mq — h. Pour obtenir l’espérance mathématique corres¬ 
pondant à ce terme, il faudra multiplier cette probabilité par A; or 

h —q { mp 4 -h) — p(mq — h), 

mp ■+■ h et mq — h sont les exposants de p et de q dans le terme de 
(p -+- q) m . Multiplier un terme 

par 

v<7 - w =pg 

c’est prendre la dérivée par rapport sip, en retrancher la dérivée par 
rapport à q, et multiplier la différence par pq. 

Pour obtenir l’espérance mathématique totale, nous devons donc 
prendre les termes du développement de (p -hq) m pour lesquels À est 
positif, c’est-à-dire 

p m + mp”-' q -t- m ^7* -t- ... H-^—: p m Pq m f, 

r r ' i . a r ' mp ! mq I ' 

et retrancher la dérivée par rapport à q de la dérivée par rapport à p, 
pour multiplier ensuite le résultat par pq. 

La dérivée du second terme par rapport à q est égale à la dérivée du 
premier par rapport à p, la dérivée du troisième par rapport à q est la 
dérivée du second par rapport à p, et ainsi de suite. Les termes se dé- 
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truisent donc deux à deux et il ne reste que la dérivée du dernier par 
rapport à p 

171 p m P q mt J mpq. 


mp ! mq ! 


La valeur moyenne de l’écart h serait égale au double de cette 
quantité. 


Lorsque le nombre m est suffisamment grand, on peut simplifier les 
expressions précédentes en faisant usage de la formule asymptotique 
de Stirling 

n ! — e~ n n n y/arr ~n. 


On obtient ainsi pour l’espérance mathématique la valeur 


V//M£7 

s/Tït 


La probabilité pour que l’écart h soit compris entre h et h -+- dh 

tut* nvnt»occinn 


pour expression 


aura 




Nous pouvons appliquer la théorie qui précède à notre étude. On 
peut supposer le temps divisé en intervalles très petits A/; de sorte que 
t = mAt; pendant le temps A 1 le cours variera probablement très peu. 
Formons la somme des produits des écarts qui peuvent exister à 

l’époque A t par les probabilités correspondantes ; c’est-à-dire f pxdx, 

*/° 

p étant la probabilité de l’écart x. 

Cette intégrale doit être finie, car, par suite de la petitesse supposée 
de A/, les écarts considérables ont une probabilité évanouissante. Cette 
intégrale exprime du reste une espérance mathématique, qui ne peut 
être finie si elle correspond à un intervalle de temps très petit. 

Désignons par \x le double de la valeur de l’intégrale ci-dessus; 
A<r sera la moyenne des écarts ou l’écart moyen pendant le temps A t. 

Si le nombre m des épreuves est très grand et si la probabilité reste 
la même à chaque épreuve, nous pourrons supposer que le cours varie 
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pendant chacune des épreuves A/ de l’écart moyen &x; la hausse &x 
aura pour probabilité comme aussi la baisse — Aæ\ 

La formule qui précède donnera donc, en y faisant p = q—'~, la 

probabilité pour que, à l’époque /, le cours soit compris entre x et 
x ■+• dx, ce sera 

arfxy^Af -ÜlAf 

-/— g » 

yanyf 

ou, en posant H = -2= y/ At , 

y 27T 


U dx 
—,— « 
y/f 

L’espérance mathématique aura pour expression 

y/f _ \ft 
ay/airy/A* aj;H 


Si nous prenons pour constante l’espérance mathématique k corres¬ 
pondant à / = I, nous trouvons, comme précédemment, 


arcAry/f 


- e 


•T* 

4 TtlW 


Les formules précédentes donnent It = la variation moyenne 
pendant cet intervalle de temps est 


Ax — 


V * 
a y'rr 


Si nous posons x = nlx, la probabilité aura pour expression 

P = T ' m . 

yr y/» 

Courbe des probabilités. — La fonction 

p —p 0 e-*P'- r ' 

peut se représenter par une courbe dont l’ordonnée est maxima à 
B. 4 
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l’origine et qui présente deux points d’inflexion pour 


J.' ±L - 1 2 -= 

p»v*n 

Ces mêmes valeurs de x sont aussi les abscisses des maxima et 
minima des courbes d’espérance mathématique, dont l’équation est 

y = ±px. 

La probabilité du cours x est une fonction de t; elle croit jusqu’à 
une certaine époque et décroît ensuite. La dérivée ^ = o lorsque 

r i 

t — La probabilité du cours x est donc maxima quand ce cours 
correspond au point d’inflexion de la courbe des probabilités. 

Probabilité dans un intervalle donné. — L’intégrale 

—!—, f e~ dx=-- f X e~ c ' x> dx 

n’est pas exprimable en termes finis, mais on peut donner son déve¬ 
loppement en série 

, T | ^(cx)‘ ;(cx ) 7 

^ \cx - + —— - ^ 3 - 

Cette série converge assez lentement pour les valeurs très fortes 
de ex. Laplace a donné pour ce cas l’intégrale définie sous la forme 
d’une fraction continue fort aisée à calculer 

1 — > 

2 icx\Jr. 


dans laquelle a = - - t • 


1 4- 


2« 


3a 
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Les réduites successives sont 

i i -4- *i a i -h 5a 


i-h 9 a 4-8 a* 

i + a' i + 3a’ î-t-Ga-hoa 1 ’ i 4 -ioa + i5a* 

Il existe un autre procédé permettant de calculer l’intégrale ci-dessus 
quand x est un grand nombre. 

On a 


/ e~ x ' d.v — f - — e _ r * a x dx; 

J r 


en intégrant par parties, on obtient alors 


r^ dx= r e ^dx 

J T J x 2.C 1 

e~ x ' e~ x ' C' i.3 . 

=- —r H- / c~ x -—; d r 

IX t\x * 4* 


‘ tr r ' i. 3 

3.r 4* r * 


8.r* 


Le terme général de la série a pour expression 


i.3.5... (an —i) 

P • 


1 ,-1/1^1 


Le rapport d’un terme au précédent dépasse l’unité lorsque 
2 /i -+-1 > 4«c*. La série diverge donc k partir d’un certain terme. On 
peut obtenir une limite supérieure de l’intégrale qui sert de reste. 

On a, en effet, 


i .3.5... (aw + Q 


i.3.5... (an -+- i) 


/ • e - 

*** dr< --——— 


f. 


* dx 


_ i.3.5... (an —i) , 


Or cette dernière quantité est le terme qui précédait l’intégrale. 
Le terme complémentaire est donc toujours plus petit que celui qui le 
précède. 

On a édité des tables donnant les valeurs de l’intégrale 

B(y) — A=f e~''dy. 
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On aura évidemment 


f T pdx=-e( - * - A 

J» 2 ) 


La probabilité 


9 


-f P dx- l -- l -^L f' ** 

•J x a 2 ^ J 0 


pour que le cours x soit atteint ou dépassé à l’époque t, croît con¬ 
stamment avec le temps. Si t était infini, elle serait égale à £, résultat 
évident. 


La probabilité 


J T /»! /ÜkJt 

f pdx=~ I e^'dl 

r. VnJ X. 


v/ ; 


t fRkJi 


pour que le cours se trouve compris à l’époque t, dans l’intervalle 
fini x 2 , x ,, est nulle pour l = o et pour / = oo. Elle est maxima 
lorsque 




Si nous supposons l’intervalle x 2 , x, très petit, nous retrouvons 
pour époque de la probabilité maxima 

_ X 1 

1 _ 2 7T fc* 


Écart probable. — Nous appellerons ainsi l’intervalle ± a tel que, 
au bout du temps t, le cours ait autant de chances de rester compris 
dans cet intervalle que de chances de le dépasser. 

La quantité a se détermine par l’équation 


ou 
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c’est-à-dire 

« = 2 X 0.4769 k\fü\j r t= 1,688 k y//; 

cet intervalle est proportionnel à la racine carrée du temps. 

Plus généralement, considérons l’intervalle ± tel que la proba¬ 
bilité pour que, à l’époque t, le cours soit compris dans cet intervalle 
soit égale à u, nous aurons 



Nous voyons que cet intervalle est proportionnel à la racine carrée 
du temps. 

Rayonnement de la probabilité. — Je vais chercher directement 
l’expression de la probabilité $ pour que le cours x soit atteint ou 
dépassé à l’époque t. Nous avons vu précédemment qu’en divisant le 
temps en intervalles très petits A t, on pouvait considérer, pendant 
un intervalle A/, le cours comme variant de la quantité fixe et très 
petite Ar. 

Je suppose que, à l’époque t, les cours ar„_ 4 , x n _, , x„, x„+,,x H+i , ... 
différant entre eux de la quantité Ar, aient pour probabilités res¬ 
pectives : p„- if />„_(, p„, />„+,, p n +a .De la connaissance de la 

distribution des probabilités à l’époque t, on déduit aisément la dis¬ 
tribution des probabilités à l’époque t -t- A/. Supposons, par exemple, 
que le cours x„ soit coté à l’époque t ; à l’époque t -t- A/ seront cotés 
les cours x n +, ou r„_,. La probabilité p n , pour que le cours x n soit 
coté à l’époque t, se décomposera en deux probabilités à l’époque 

/-t-A/; le cours r„_, aura do ce fait pour probabilité et le cours 
x„+, aura du même fait pour probabilité 

Si le cours r„_, est coté à l’époque t -+■ A t, c’est que, à l’époque t, 
les cours ou x n ont été cotés; la probabilité du cours x„_, à 
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l’époque t -t- ht est donc celle du cours x n est, à la même 

époque, Eaz±±£a±i , ce n e cours x n+ , est Pn ~ h P n+ ' t , e tc. 

Pendant le temps ht, le cours x„ a, en quelque sorte, émis vers le 
cours x„ +l la probabilité le cours x„+ k a, émis vers le cours x n , la 

probabilité Si p„ est plus grand que p „+,, l’échange de proba¬ 
bilité est P n ~P nJr ' d e x n vers x IH .,. 

On peut donc dire : 

Chaque cours x rayonne pendant l'élément de temps vers le cours voisin 
une quantité de probabilité proportionnelle à la différence de leurs proba¬ 
bilités. 

Je dis proportionnelle, car on doit tenir compte du rapport de Ar à ht. 
La loi qui précède peut, par analogie avec certaines théories phy¬ 
siques, être appelée la loi du rayonnement ou de diffusion de la proba¬ 
bilité. 


Je considère la probabilité ® pour que le cours x se trouve à 
l’époque t dans l’intervalle x, oo et j’évalue l’accroissement de cette 
probabilité pendant le temps ht. 

Soit p la probabilité du coursa? à l’époque t, p = — • Evaluons la 

probabilité qui, pendant le temps ht, passe, en quelque sorte, à travers 
le cours x; c’est, d’après ce qui vient d’être dit, 

c désignant une constante. 

Cet accroissement de probabilité a aussi pour expression -jfht. On 
a donc 

o* - 


C — - 


ôt doc* 

C’est une équation de Fourier. 


= 0 . 


La théorie qui précède suppose les variations de cours discontinues; 
on peut arriver à l’équation de Fourier sans faire cette hypothèse, en 
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remarquant que dans un intervalle de temps très petit At, le cours 
varie d’une façon continue, mais d’une quantité très petite inférieure 
à e, par exemple. 

Nous désignerons par ® la probabilité correspondant à p et relative 
' à At. 

D’après notre hypothèse, le cours ne pourra varier qu’à l’intérieur 
des limites ± e dans le temps At et l’on aura par suite 



Le cours peut être x — m à l’époque /; m étant positif et plus petit 
que e; la probabilité de cette éventualité est p x - m . 

La probabilité pour que le cours x soit dépassé à l’époque t -h At, 
ayant été égal à x — m à l’époque t, aura pour valeur, en vertu du prin¬ 
cipe de la probabilité composée, 

Px-m f rsdx. 

*• t — tn 

Le cours peut être x-\-m, à l’époque /; la probabilité de cette 
éventualité est p x+m . 

La probabilité pour que le cours soit inférieur à a; à l’époque t + At, 
ayant été égal àæ+mà l’époque t, aura pour valeur, en vertu du 
principe précédemment invoqué, 

Px-rm f ro dx. 

*'t — m 

L’accroissement de la probabilité <£, dans l’intervalle de temps At, 
sera égal à la somme des expressions telles que 

(.Px-m Px+m) I tSJ dx 

pour toutes les valeurs de m depuis zéro jusqu’à e. 

Développons les expressions de p x - m et p x + m en négligeant les termes 
qui contiennent m *, nous aurons 

dp x 

P.-m=P*—n± T> 

dpx 

/W,+ />*-*- 
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L'expression ci-dessus devient alors 

2 mm dx . 

m 

L’accroissement cherché a donc pour valeur 

2 mm dx dm. 

m 

L’intégrale ne dépend pas de x, de t ou de p, c’est une constante. 
L’accroissement de la probabilité $ a donc bien pour expression 

i dp 
c* dx 



dp f' 
dxj t _ 


L’équation de Fourier a pour intégrale 



C*X*\ - 


a* 

'dx. 


La fonction arbitraire / se détermine par les considérations sui 
vantes : 

On doit avoir <$ = i si x = o, t ayant une valeur positive quel 

conque; et 9 = o lorsque t est négatif. 

En posant# = o dans l’intégrale ci-dessus, on a 


c’est-à-dire 



* dx-^f(t), 
V 2 



pour / > o, 
pour t < o. 


Cette dernière égalité nous montre que l’intégrale 9 aura ses éléments 
nuis tant que t — sera plus petit que zéro, c’est-à-dire tant que 

a sera plus petit que on doit donc prendre pour limite inférieure 
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dans l’intégrale <?, la quantité c . x r et l’on a 

v»v< 


9 


- -=V- r e-%d* = -L fe-^ca, 

y 2 JnJ ex vtcJcx 


ex 

y/l/t 


iSt 


CX 

* S 


ou, en remplaçant f par f — f , 

J C T ^0 *A> 


lft 


ex 

M S 1 


9=1-1 JL f* 

3 3 ^*4 

formule précédemment trouvée. 


Loi des écarts de primes. — Pour connaître la loi qui régit le rapport 
de l’importance des primes et leurs écarts, nous appliquerons à l’ache¬ 
teur de prime le principe de l’espérance mathématique : 

L’espérance mathématique de l’acheteur de prime est nulle. 

Prenons pour origine le cours vrai du ferme (fig. 5). 

Soitla probabilité au cours ±x, c’est-à-dire dans le cas actuel la 
probabilité pour que la réponse des primes ait lieu au cours ± x. 

Soit m -h h l’écart vrai de la prime dont h. 

Exprimons que l’espérance mathématique totale est nulle. 


Fig. 5. 

!.’/ 



Nous évaluerons cette espérance : 
i° Pour les cours compris entre — aoct/w, 

2 ° » » m et m -f- h , 

3° » » m 4- h et 4- ». 

B. 5 
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i° Pour tous les cours compris entre •+• oo et m, la prime est aban¬ 
donnée, c’est-à-dire que l’acheteur subit une perte h. Son espérance 
mathématique pour un cours compris dans l’intervalle donné est donc 
—ph et pour tout l’intervalle 



2 0 Pour un cours x compris entre m et m -+- A, la perte de l’ache¬ 
teur sera m + A — x; l’espérance mathématique correspondante sera 
— p(m -+- A — x) et pour l’intervalle entier 



m -h h — x)dx. 


3° Pour un cours x compris entre m + A et oo, le bénéfice de 
l’acheteur sera x — m — h; l’espérance mathématique correspondante 
sera p(x — m — A) et pour tout l’intervalle 



x — m — h) dx . 


Le principe de l’espérance totale donnera donc 

r ,%m+h m 

p{x — m — h) dx — I — x) dx — h I p dx ~ o 

~ m+Ji *' in J —m 


ou, en faisant les réductions, 


m 


I p dx — I pxdx . 
d Jm 


Telle est l’équation aux intégrales définies qui établit une relation 
entre les probabilités, les écarts de prime et leur importance. 

Dans le cas où le pied de la prime tomberait du côté des x négatifs, 
comme le montre la fig. 6, m serait négatif et l’on arriverait à la 
relation 

2 h m 

-1- m 

2 

Par suite de la symétrie des probabilités, la fonction p devant être 


/ p dx — / pxdx . 

A) J -in 
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paire, il en résulte que les deux équations ci-dessus n’en forment 
qu’une. 



En difTérentiant, on obtient l’équation différentielle des écarts de 
prime 

d'h _ 
dm' ~ p "" 

p n étant l’expression de la probabilité dans laquelle on a remplacé# 
par m. 

Prime simple. — Le cas le plus simple des équations ci-dessus est 
celui où m = o, c’est-à-dire celui où l’importance de la prime est égale 
à son écart. On appelle prime simple cette sorte de prime, la seule 
que l’on traite dans la spéculation sur les marchandises. 

Les équations ci-dessus deviennent, en posant m — o et en dési¬ 
gnant par a la valeur de la prime simple, 

a-- f pxdx = f* ——— e iKt '‘dx — k \t. 

J t J t airAV* 

L’égalité a—f "pxdx montre que la prime simple est égale à l’es- 

•''O 

pérance positive de l’acheteur ferme; ce fait est évident, puisque le 
preneur de prime verse la somme a au donneur pour jouir des avan¬ 
tages de l’acheteur ferme, c’est-à-dire pour avoir son espérance posi¬ 
tive sans encourir ses risques. 

De la formule 

a = f pxdx = k\t , 
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nous déduisons le principe suivant, un des plus importants de notre 
étude : 

La valeur de la prime simple doit être proportionnelle à la racine carree 
du temps. 


Nous avons vu précédemment que l’écart probable était donné par 
la formule 


« = r , 688 A:^ = 1 > 688 <r. 


L’écart probable s’obtient donc en multipliant la prime moyenne 
par le nombre constant 1 , 688 ; il est donc très facile à calculer quand 
il s’agit de spéculations sur les marchandises puisque, dans ce cas, la 
quantité a est connue. 


La formule suivante donne l’expression de la probabilité en fonction 
de a 


P — 


I 

27ia 


.V* 

kna* 


La probabilité dans un intervalle donné aura pour expression l’in¬ 


tégrale 


ou 


— Ce *"“*dx 

2na J 0 

ï / U 5 U 1 \ 

2 7 T I2 7T a 2 i6o7T 2 a 4 2678 7T 3 a 6 * ’ / * 


Cette probabilité est indépendante de a et, par suite, du temps, si u, 
au lieu d’ètre un nombre donné, est un paramètre de la forme u = ba ; 
par exemple, si u = a, 




32071* 


... = o, 1 55. 


L’intégrale / pdx représente la probabilité de réussite du preneur 

J a 

de prime simple. Or 
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La probabilité de réussite du preneur de prime simple est indépendante 
de l’époque de l’échéance ; elle a pour valeur 

0,345. 

L’espérance positive de la prime simple a pour expression 



x — a) dæ — o,58a. 


Double prime. — Le stellage ou double prime est formé de l’achat 
simultané d’une prime à la hausse et à la baisse (primes simples). Il 
est facile de voir que le donneur de stellage est en bénéfice dans l’in¬ 
tervalle — 2 a, -i- 2 a; sa probabilité de réussite est donc 


a 



a 

Tl 


1 

37? 


I07T* 


: 0,56. 


La probabilité du preneur de stellage est 0,44* 
Espérance positive du stellage 


a 



x — a a) dx = o, 5 5 a. 


Coefficient d’instabilité. — Le coefficient k, précédemment introduit, 
est le coefficient d’instabilité ou de nervosité de la valeur, c’est lui qui 
mesure son état statique. Sa tension indique un état d’inquiétude; sa 
faiblesse, au contraire, est l’indice d’un état de calme. 

Ce coefficient est donné directement dans la spéculation sur les 
marchandises par la formule 

a — k\U t 

mais dans la spéculation sur les valeurs on ne peut le calculer que par 
approximation, comme nous allons le voir. 


Série des écarts de prime. — L’équation aux intégrales définies des 
écarts de prime n’est pas exprimable en termes finis quand la quan- 
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tité m, différence entre l’écart de la prime et son importance h, n’est 
pas nulle. 

Cette équation conduit à la série 

. ni m* «t* »t 6 

h — ci H- 7 -1—~—.—ô — —-- a —x + ... — o, 

2 (\Tza 967r*a 3 i9207i 3 a 5 

Cette relation, dans laquelle la quantité a désigne l’importance de 
la prime simple, permet de calculer la valeur de a quand on connaît 
celle de m, ou inversement. 


Loi approximative des écarts de prime. — La série qui précède peut 
s’écrire 

h = «—/(/«). 

Considérons le produit de la prime h par son écart (m h) : 

h(m + h) = [a—/(/n)][fft 4- a— /(m)]; 

dérivons-en m, nous aurons 

^[A(m 4- A)] = f'(m) [m+a — /(m)] 4- [ a — f{m )] [i — /'(/»)]. 


Si nous posons m = o, d’où /(m ) = o, f'( m ) = cette dérivée 
s’annule; nous devons en conclure que : 

Le produit d’une prime par son écart est maximum quand les deux 
facteurs de ce produit sont égaux : cest le cas de la prime simple. 

Dans les environs de son maximum, le produit en question doit peu 
varier. C’est ce qui permet souvent de déterminer approximativement a 
par la formule 

h ( m -h h ) = a*, 

elle donne pour a une valeur trop faible. 

En ne considérant que les trois premiers termes de la série, on 
obtient 

1,1 N 4 /»* 

h (h 4 - m) = a} - r > 

4 

qui donne pour a une valeur trop forte. 


Digitized by 


Google 


TIIÉOIWF, DF. |.A SPÉCULATION'. 


3 9 


Dans la plupart des cas, en prenant les quatre premiers termes de 
la série, on obtiendra une approximation très suffisante; on aura ainsi 

— 4 itm 1 

a — —!- : - - — r -----. 

ITT 

Avec cette même approximation on aura pour valeur de men fonction 
de a 

m = Tta± a} — t\Ka{a — h). 


Admettons pour un instant la formule simplifiée 

h{m -h h) — a*— k*t. 

Dans la spéculation sur les valeurs les primes à la hausse ont une 
importance A constante, l’écart m -+- A est donc proportionnel au 
temps. 

L'écart des primes à la hausse, dans la spéculation sur les valeurs, est 
sensiblement proportionnel à la durée de leur échéance et au carré de l’in¬ 
stabilité. 

Les primes à la baisse, sur les valeurs (c’est-à-dire, la vente ferme 
contre achat à prime) ont un écart A constant et une importance m -h h 
variable. Donc : 

L’importance des primes à la baisse, dans la spéculation sur les valeurs, 
est sensiblement proportionnelle à la durée de leur échéance et au carré de 
l'instabilité. 

Les deux lois qui précèdent ne sont qu’approchées. 

Options. — Appliquons le principe de l’espérance mathématique 
à l’achat d’une option d’ordre n traitée à l’écart r. 

L’option d’ordre n peut être considérée comme se composant de 
deux opérations : 

i° Un achat ferme d’une unité au cours r; 

2 ° Un achat ferme de (n — i) unités au cours r, cet achat n’étant à 
considérer que dans l’intervalle r, ac. 
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La première opération a pour espérance mathématique — r. la 
seconde a pour espérance 

(n — i)J* p(x — r)dx. 

On doit donc avoir 

r— (n — i) J* p(x — r)dæ 

ou, en remplaçant p par sa valeur, 


p — —-—e 41ïrt * ? 
1 27T a 


et, en développant en série, 


. n- f- 1 /•* 

2 tt a} — ira- r ■ 


. — o. 


n — i 2 487:0* 

En ne conservant que les trois premiers termes, on obtient 




Si n = a, 

L écart de l’option du double doit être environ les deux tiers de la valeur 
delà prime simple. 

Si n = 3, 

r i ,096< i \ 

L’écart de l’option du triple doit être supérieur de un dixième environ 
à la valeur de ta prime simple. 

Nous venons de voir que les écarts des options sont approximati¬ 
vement proportionnels à la quantité a. 

Il en résulte que la probabilité de réussite de ces opérations est 
indépendante de la durée de l’échéance. 

La probabilité de réussite de l’option du double est 0 , 394 , l’opération 
réussit quatre fois sur dix. 
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La probabilité de l'option du triple est o,33, l’operation réussit une fois 
sur trois. 

L’espérance positive de l’option d’ordre n est 


et comme 



x — r) dx. 




x — /•) dx. 


l’espérance cherchée a pour valeur - n _ ■ r. c’est-à-dire i,36a pour 
l'option du double et 1 , 64 « pour l’option du triple. 


En vendant ferme et en achetant simultanément une option du 
double, on obtient une prime dont l’importance est r = o, 68 a et dont 
l’écart est le double de r. 

La probabilité de réussite de l’opération est o,3o. 

Par analogie avec les opérations à prime, nous appellerons option- 
stellage d’ordre n, l’opération résultant de deux options d’ordre n, à 
la hausse et à la baisse. 

L’option stellage du second ordre est une opération fort curieuse; 
entre les cours ±rla perte est constante et égale à 2 r. La perte diminue 
ensuite progressivement jusqu’aux cours ± 3r, où elle s’annule. 

Il y a bénéfice en dehors de l’intervalle ± 3 r. 

La probabilité est 0,42. 


OPÉRATIONS FERMES. 

Maintenant que nous avons achevé l’étude générale des probabilités 
nous allons l’appliquera la recherche des probabilités des principales 
opérations de bourse en commençant par les plus simples, les opéra¬ 
tions fermes et les opérations à prime, et nous terminerons par l’étude 
des combinaisons de ces opérations. 

La théorie de la spéculation sur les marchandises, beaucoup plus 
simple que celle des valeurs, a déjà été traitée; nous avons, en eHVt, 
B. 6 
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calculé la probabilité et l’espérance des primes simples des stellages 
et des options. 

La théorie des opérations de bourse dépend de deux coefficients : b 
et k. 

Leur valeur, à un instant donné, peut se déduire facilement de 
l’écart du terme au comptant et de l’écart d’une prime quelconque. 

Dans l’étude qui va suivre, nous ne nous occuperons que de la 
rente 3 °/o> qui est une des valeurs sur laquelle on traite régulière¬ 
ment des primes. 

Nous prendrons pour valeurs de b et k leurs valeurs moyennes 
pour les cinq dernières années (1894 à 1898), c’est-à-dire 

b -- 0,264, 
k —5 

(le temps est exprimé en jours et l’unité de variation est le centime). 

Nous entendrons par valeurs calculées celles qui sont déduites des 
formules de la théorie avec les valeurs ci-dessus données aux con¬ 
stantes b et k. 

Les valeurs observées sont celles que l’on déduit directement de la 
compilation des cotes durant ce même espace de temps de 1894 à 
1898 (-). 

Dans les Chapitres qui vont suivre nous aurons constamment à 
connaître les valeurs moyennes de la quantité «à différentes époques: 
la formule 

a — 

donne 

Pour 45 jours. a = 33,54 

» 3 o » a = 27,38 

» 20 » a = 22,36 

» 10 » a = 16, i 3 

Pour un jour, il semble que l’on devrait avoir a — 5 ; mais dans 
tous les calculs de probabilités où il s’agit de moyennes on ne peut 
poser t — 1 pour un jour. 


( 1 ) Toutes les observations sont extraites de la Cote de la Bourse et de la Banque. 
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En effet, U y a 365 jours dans l’année, mais seulement 307 jours de 

36o 

bourse. Le jour moyen de la bourse est donc t — il donne 


a — 5,45. 


On peut faire la même remarque pour le coefficient b. Dans tous 
les calculs relatifs à un jour de bourse on doit remplacer b par 

Écart probable. — Cherchons I intervalle de cours (—a, -f-a) tel 
que, au bout d’un mois, la rente ait autant de chances de se trouver 
dans cet intervalle que de chances de se trouver en dehors. 

On devra avoir 

fpdx^l, 

d’où 

a = ±z 46. 

Pendant les 60 derniers mois, 33 fois la variation a été circonscrite 
entre ces limites et 27 fois elle les a dépassées. 

On peut chercher de même l’iiUervalle relatif à un jour; on a ainsi 

« —-9- 

Sur i/|5î observations, 815 fois la variation a été inférieure à <> c . 

Dans la question qui précède, nous avons supposé que le cours 
coté se confondait avec le cours vrai; dans ces conditions, la probabi¬ 
lité et l’espérance mathématique de l’acheteur et du vendeur sont les 
mêmes. En réalité, le cours coté est inférieur au cours vrai de la 
quantité nb , si n est le nombre de jours séparant de l’échéance. 

L'écart probable de /|6 C de part et d’autre du cours vrai correspond à 
l’intervalle compris entre 54'' en hausse au-dessus du cours coté et 
38 1 ' en baisse au-dessous de ce cours. 

Formule de la probabilité dans le cas général. — Pour trouver la 
probabilité de la hausse pour une période de n jours, il faut connaître 
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l’écart nb du cours vrai au cours coté; la probabilité est alors égale à 

I p dx. 

^ - nb 

La probabilité de la baisse sera égale à l’unité diminuée de la pro¬ 
babilité de la hausse. 

Probabilité de l’achat au comptant. — Cherchons la probabilité de 
réussite d’un achat au comptant destiné à être revendu dans 3o jours. 

On doit remplacer dans la formule précédente la quantité nb par 25. 

La probabilité est alors égale à 0,64 : 

L’opération a deux chances sur trois de réussir. 

Si l’on veut avoir la probabilité pour un an, on doit remplacer la 
quantité nb par 3oo. La formule a = kfl donne 

a = 95,5. 

On trouve que la probabilité est 

0,89. 

Neuf fois sur dix un achat de rente au comptant produit un bénéfice 
au bout d’un an. 

Probabilité de l’achat ferme. — Cherchons la probabilité de réussite 
d'un achat ferme effectué au début du mois. 

On a 

nb — 7,91, «1=27,38. 

On en déduit que : 

La probabilité de la hausse est.. o, 55 

» baisse « . o, 4 r > 

La probabilité de l’achat croît avec le temps; pour lin an, on a 
« = 365 , nb — 96,36, «1—95,5. 

La probabilité a alors pour valeur o,65. 

Quand on effectue un achat ferme pour le revendre au bout d’un an, 
on a deux chances sur trois de réussir. 
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Il est évident que si le report mensuel était de 25 e la probabilité de 
l’achat serait o,5o. 

Avantage mathématique des opérations fermes. — Il me parait indis¬ 
pensable, comme je l’ai déjà fait remarquer, d’étudier l'avantage ma¬ 
thématique d’un jeu dès qu’il n’est pas équitable, et c’est le cas des 
opérations fermes. 

Si nous supposons b = o, l’espérance mathématique de l’achat 
ferme est a — a = o. L’avantage de l’opération est ~ comme 
d’ailleurs dans tout jeu équitable. 

Cherchons l’avantage mathématique d’un achat ferme de n jours en 
supposant £>>o. L’acheteur aura, pendant cette période, touché la 
somme nb provenant de la différence entre les coupons et les reports, 
et son espérance sera a — anb ; son avantage mathématique sera 
donc 

a -t- nb 
■»a nb 

L’avantage du vendeur serait 

a 

ia nb 

Occupons-nous spécialement du cas de l’acheteur. 

Quand b>o son avantage mathématique croît de plus en plus 
avec n; il est constamment supérieur à la probabilité. 

Pour un mois, l’avantage de l’acheteur est o,563 et sa proba¬ 
bilité o,55. Pour un an, son avantage est 0,667 et sa probabilité o,65. 

On peut donc dire que : 

L’avantage d’une operation ferme est à peu près égal à sa probabilité. 


OPÉRATIONS A PRIME. 


Écart des primes. — Connaissant la valeur de a pour une époque 
donnée, on calcule facilement l’écart vrai par la formule 

m — Tt a ± n* a *— 4 t. a (a — h). 
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Connaissant l’écart vrai on obtient l’écart coté en ajoutant la quan¬ 
tité nb à l’écart vrai; n est le nombre de jours qui séparent de la ré¬ 
ponse. 

Dans le cas d’une prime fin prochain, on ajoute la quantité 
[20 + (/t — 3o)/;j. 

On arrive ainsi aux résultats suivants : 


Primes dont 5 o. 

Écart coté 



calculé. 


observé. 

A 45 jours. ... 



5*2 , (>‘2 

3 o •>.... 



•2 1 , ‘2*2 

20 « ..., 



14,71 


Primes dont ij. 





Écart coté 



calculé. 


observé. 

A 45 jours.... 



7*2,80 

3 o 0 .... 

. 37,78 


37,84 

20 » 

. ^,17 


■>7,39 

10 0 .... 



' 7 , 1 ° 


Primes dont 10. 





Écart coté 



calculé. 


observé. 

A 3 o jours. ... 

. 66,19 


60,93 

•20 » 

. 48,6» 


46,43 

10 » .... 



3*2,89 


Dans le cas de la prime dont V pour le lendemain nous avons 


d’ou 


// = 5, a---. 5,4*5 

ni 0 , 81 ; 


l’écart vrai est donc 5 ,81 ; en y ajoutant b, = ^ b = o,3i 
l’écart calculé 6 , 12 . 

La moyenne des cinq dernières années donne 7,36. 


on obtient 
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Les chiffres observés et calculés concordent dans leur ensemble, 
mais ils présentent certaines divergences qu’il est indispensable d’ex¬ 
pliquer. 

Ainsi l’écart observé de la prime dont 10 à 3o jours est trop faible; 
il est facile d’en comprendre la raison : Dans les périodes très mouve¬ 
mentées, alors que la prime dont io serait à un très fort écart, on ne 
cote pas cette prime ; la moyenne observée se trouve donc diminuée de 
ce fait. 

D’autre part, il n’est pas niable que le marché ait eu, pendant plu¬ 
sieurs années, une tendance à coter à de trop forts écarts les primes à 
courtes échéances; il se rend d’autant moins compte de la juste pro¬ 
portion des écarts que ceux-ci sont plus petits et que l'échéance est 
plus proche. 

Il faut cependant ajouter qu’il semble s’être aperçu de son erreur, 
car en 1898 il a paru exagérer dans le sens inverse. 

Probabilité de levée des primes. — Pour qu’une prime soit levée, il faut 
que le cours de la réponse des primes soit supérieur au cours du pied 
de la prime; la probabilité de levée est donc exprimée par l’intégrale 



e étant le cours vrai du pied de la prime. 

Cette intégrale est facile à calculer, comme on l’a vu précédemment ; 
elle conduit aux résultats suivants : 


Probabilité de levée det primes dont 5 o. 



Calculée. 

Observée. 

A 45 jours. 

. o,63 

o.üg 

3o » . 

. 0,7* 

o,;5 

20 » . 


0,76 

Probabilité de levée des primes 

dont 9 5. 


Calculée. 

Observée. 

A 45 jours.. . 


o,4<> 

3o » . 

. o,<7 

0,46 

20 » . 

. 0,53 

o,53 

JO u . 

. o,65 

o,65 


Digitized by Google 










48 


L. BACHELIER. 


Probabilité de levée des primes dont io. 


Calculée. Observée. 

A 3 o jours. 0,24 0,21 

20 » . .... 0,28 0,26 

10 » . o ,36 o ,38 


On peut dire que les primes / 5 o sont levées trois fois sur quatre, les 
primes /25 deux fois sur quatre et les primes /10 une fois sur quatre. 

La probabilité de levée de la prime dont 5 e pour le lendemain 
est, d’après le calcul : 0,48; le résultat de i/p6 observations donne 
671 primes certainement levées et 76 dont la levée est douteuse; en 
comptant ces 76 dernières primes la probabilité serait o, 5 i, en ne les 
comptant pas elle serait 0,46, soit en moyenne 0,48 comme l’indique 
la théorie. 

Probabilité de bénéfice des primes. — Pour qu’une prime donne du 
bénéfice à son acheteur, il faut que la réponse des primes se fasse à un 
cours supérieur à celui de la prime. La probabilité de bénéfice est 
donc exprimée par l’intégrale 



e, étant le cours de la prime. 

Cette intégrale conduit aux résultats ci-après : 


Probabilité de bénéfice des primes dont 5 o. 

Calculée. Observée. 


A 45 jours. 0,40 0,39 

3 o » . o ,43 0,41 

20 » o,44 o, 40 


Probabilité de bénéfice des primes dont 25 . 


Calculée. Observée. 

A 45 jours. o, 3 o 0,27 

3 o » . o ,33 o, 3 ï 

20 » o ,36 o, 3 o 

10 » ., 0,41 0,40 
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Probabilité de bénéfice des primes dont 10. 

Calculée. Observée. 


A 3 o jours. 0,20 0,16 

20 » . 0,22 0,18 

IO . 0,27 0,25 


On voit qu’entre les limites ordinaires de la pratique, la probabilité 
de réussite de l’achat d’une prime varie peu. L’achat / 5 o réussit 
quatre fois sur dix, l’achat /a 5 trois fois sur dix et l’achat /10 deux 
fois sur dix. 

D’après le calcul, l’acheteur de prime dont 5 ° pour le lendemain a 
une probabilité de réussite de o, 34 , l’observation de 1436 cotes montre 
que 410 primes auraient certainement donné des bénéfices et que 80 
autres donnent un résultat douteux, la probabilité observée est donc 
o, 3 1. 

OPÉRATIONS COMPLEXES. 

Classification des opérations complexes. — Comme on traite du ferme 
et souvent jusqu’à trois primes pour la même échéance, on pourrait 
entreprendre en même temps des opérations triples et même qua¬ 
druples. 

Les opérations triples sortent déjà du nombre de celles que l’on 
peut considérer comme classiques, leur étude est très intéressante, 
mais trop longue pour pouvoir être exposée ici. Nous nous bornerons 
donc aux opérations doubles. 

On peut les diviser en deux groupes suivant qu’elles contiennent 
ou non du ferme. 

Les opérations contenant du ferme se composeront d’un achat ferme 
et d’une vente à prime, ou inversement. 

Les opérations à prime contre prime consistent dans la vente d’une 
grosse prime suivie de l’achat d’une petite, ou inversement. 

La proportion des achats et des ventes peut d’ailleurs varier à l’infini. 
Pour simplifier la question, nous n’étudierons que deux proportions 
très simples : 

i u La seconde opération porte sur le même chiffre que la première. 

B. 7 
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■2° Elle porte sur un chiffre double. 

Pour fixer les idées, nous supposerons que l’on opère au début du 
mois et nous prendrons pour écarts vrais les écarts moyens depuis 
cinq ans : 12,78/50, 29,87/25 et 58,28/10. 

Nous remarquerons aussi que pour les opérations à un mois le cours 
vrai est plus élevé que le cours coté, de la quantité 7,91 = 3o b. 


Achat ferme contre vente à prime. — On achète en réalité du ferme 
au cours — 3o6 = — 7,91 et l’on vend à prime /2.5 au cours -+- 29,87. 

Il est facile de représenter l’opération par une construction géomé¬ 
trique ( fig . 7) : l’achat ferme est représenté par la droite AMB: 


Fig. 7. 

,-B 



MO = 3o b. La vente à prime est représentée par la ligne brisée CDE, 
l’opération résultante sera représentée par la ligne brisée HNKL, 
l’abscisse du point N sera 

— ( 25 -f- 3 o b). 

On voit que l’opération donne un bénéfice limité égal à l’écart coté 
de la prime; à la baisse, le risque est illimité. 


La probabilité de réussite de l’opération est exprimée par l’intégrale 



dx — 0 , 68 . 


Si l’on avait vendu une prime /5o la probabilité de réussite aurait 
été : 0,80. 


Il est intéressant de connaître la probabilité dans le cas d’un report 
de 25° (b = o). 
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Cette probabilité est 0,64 en vendant /n 5 et 0,76 en vendant / 5 o. 

Si l’on revend une prime sur un achat au comptant, la probabilité 
est 0,76 en revendant /25 et 0,86 en revendant / 5 o. 

Vente ferme contre achat à prime. — Cette opération est inverse de 
la précédente; elle donne à la hausse une perte limitée et à la baisse 
un bénéfice illimité. C’est, par conséquent, une prime à la baisse, prime 
dont l’écart est constant et l’importance variable, à l’inverse des primes 
à la hausse. 

Achat ferme contre vente du double à prime. — On achète ferme au 
cours vrai — 3 o b et l’on vend le double au cours 29,87/2.5. 

La fig. 8 représente géométriquement l’opération; elle montre que 
le risque est illimité à la hausse comme à la baisse. 


Fig. S. 



On gagne entre les cours — ( 5 o ■+■ ’iob) et 59,74 -+- 3 o b. La proba¬ 
bilité de réussite 



0,64. 


En vendant / 5 o la probabilité serait 0,62 et en vendant /10 on au¬ 
rait pour probabilité 0,62. 

Si l’on avait acheté 2 unités ferme pour en vendre 3 / 5 o, la probabi¬ 
lité aurait été 0,66. 


Vente ferme contre achat du double à prime. — C’est l'opération in- 
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verse de la précédente; elle donne des bénéfices dans le cas d’une forte 
hausse et dans celui d’une forte baisse. 

Sa probabilité est : 0,27. 

Achat d'une grosse prime contre vente d’une petite. — Je suppose 
qu’on ait fait simultanément les deux opérations suivantes : 

Acheté à. r* ,78/60 

Vendu à. 79,87 •>:'> 

Au-dessous du pied de la grosse prime (— 37,22;, les deux primes 
sont abandonnées et l’on perd 20'. * 

A partir du cours —37,22 on est acheteur, et au coursde —12,22 
l’opération est nulle. On gagne ensuite jusqu’à ce que le pied de la 
prime /2‘j, c’est-à-dire le cours -+- 1,87 soit atteint. 

Alors on est liquidé et l’on gagne l’écart. En baisse on perd donc 
25 *’, c’est le risque maximum; en hausse on gagne l’écart. 

Le risque est limité, Je bénéfice l’est également. 

La Jig. 9 représente géométriquement l’opération. 



La probabilité de réussite est donnée par l’intégrale 



0,59. 


En achetant pour vendre /10, la probabilité de réussite serait 
o, 38 . 


Vente d’une grosse prime contre achat d’une petite. — Cette opération, 
qui est la contre-partie de la précédente, se discute sans difficulté; en 
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baisse on gagne la différence du montant des primes, en hausse on 
perd leur écart. 

Achat d’une grosse prime contre vente d’une petite en quantité double. 
— Je suppose qu’on ait fait l’opération suivante : 


Achat à. 1*2,78/50 

Vente du double. 29,87/25 


Kn forte baisse, les primes sont abandonnées, elles se compensent; 
c’est une opération en blanc. Au pied de la grosse prime, c’est-à-dire 
au cours — 37,22, on devient acheteur et l’on gagne progressivement 
jusqu'au pied de la petite (-h 4* 87). 

A ce moment, le bénéfice est maximum (42.09 centimes) et l’on 
devient vendeur. On reperd progressivement le bénéfice et au cours 
de 43,96 ce bénéfice est nul. 

Au delà 011 perd proportionnellement à la hausse. 

Kn résumé, l’opération donne un bénéfice limité, un risque nul à la 
baisse et illimité à la hausse. 

La fi g. 10 représente géométriquement l’opération. 


Fig. 10. 



Probabilité de l’opération en blanc. o, 3 o 

» de bénéfice. o ,45 

» de perte. 0,25 


Tente d’une grosse prime contre achat d’une petite en quantité double. 

— La discussion et la représentation géométrique de cette opération, 
inverse de la précédente, ne présentent aucune difficulté. Il est inutile 
de nous y arrêter. 
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Classification pratique des opérations de bourse. — Au point de vue 
pratique, on peut diviser les opérations de bourse en quatre classes : 
Les opérations à la hausse. 

Les opérations à la baisse. 

Les opérations en prévision d’un grand mouvement dans un sens 
quelconque. 

Les opérations en prévision des petits mouvements. 

Le Tableau suivant résume les principales opérations à la hausse: 


Probabilité moyenne. 


b m 


25 

3o 


b = o. 26 


b = o 


(report égal 

(report nul), (report moyen), aux coupons). 


Achat /10. 

. 0,20 

0,20 

0,20 

Achat /a 5 . 

_ 0,33 

0,33 

0,33 

Achat /2 5 C vente /io ... 

. o ,38 

o ,38 

o .38 

Achat / 5 o. 

. o ,43 

0,43 

0,43 

Achat ferme. 

. o ,64 

o ,55 

o, 5 o 

Achat / 5 0 C vente /a 5 . 

. 0,69 

0,59 

0,59 

Achat ferme C vente /a 5 . 

. «,76 

0,68 

0,64 

» » / 5 o. 


0 

CO 

0 

0,76 


Il suffit d’inverser ce Tableau pour obtenir l’échelle des opérations 
à la baisse. 


PROBABILITÉ POUR QU’UN COURS SOIT ATTEINT 
DANS UN INTERVALLE DE TEMPS DONNÉ. 


Cherchons la probabilité P pour qu’un cours donné c soit atteint ou 
dépassé dans un intervalle de temps t. 

Supposons d’abord, pour simplifier, que le temps soit décomposé en 
deux unités, que t égale deux jours par exemple. 

Soit x le cours coté le premier jour et soit y le cours du second jour 
relativement à celui du premier. 

Pour que le course soit atteint ou dépassé, il faut que le premier 
jour le cours soit compris entre c et 00 ou que, le second jour, il soit 
compris entre c — x et 00, 
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Dans la question actuelle, il faut distinguer quatre cas : 


i* r jour. j* jour. 

x compris entre : y compris entre : 


- - oc 

et 

<• 

— oc 

et 

c — x 

— oc 

et 

c 

c -- X 

et 

-r- 00 

V 

et 

oc 

— oc 

et 

C — X 

c 

et 

00 

C — X 

et 

-+- » 


55 


Sur ces quatre cas, les trois derniers sont favorables. 

La probabilité, pour que le cours se trouve compris dans l’inter¬ 
valle dx le premier jour et dans l’intervalle dy le second jour, sera 
p x p r dxdy. 

La probabilité P, étant par définition le rapport du nombre des cas 
favorables à celui des cas possibles, aura pour expression 


rr + rr\rr 

J — m> J c _ x J C J — m Je Je — .Y 


(l’élément est p x p r dx dy). 

Les quatre intégrales du dénominateur représentent les quatre cas 
possibles; les trois intégrales du numérateur représentent les trois 
cas favorables. On peut simplifier et écrire, le dénominateur étant égal 
à un, 

•' / r PxPydx dy 4 - r/: PxPy dx dy. 


On pourrait appliquer le même raisonnement en supposant que l’on 
ait à considérer trois jours consécutifs, puis quatre, etc. 

Cette méthode conduirait à des expressions de plus en plus compli¬ 
quées, car le nombre des cas favorables irait sans cesse en augmen¬ 
tant. II est beaucoup plus simple d’étudier la probabilité i — P pour 
que le cours c ne soit jamais atteint. 

Il n’y a plus alors qu’un seul cas favorable quel que soit le nombre 
de jours, c’est celui où le cours n’est atteint à aucun des jours consi¬ 
dérés. 
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La probabilité i — P a pour expression 


p = / / / 

*/_* «/_*, ». __ x 



Px, ■■■ P. r. 


.r, est le cours du premier jour; 

x., est le cours du second jour relativement à celui du premier; 
x 3 est le cours relatif du troisième jour, etc. 


La détermination de cette intégrale paraissant difficile, nous résou¬ 
drons la question en employant une méthode d’approximation. 

On peut considérer le temps t comme divisé en petits intervalles A/ 
de telle sorte que t = mit. Pendant l’unité de temps 11, le cours ne 
variera que de la quantité ± Ix, écart moyen relatif à cette unité de 
temps. 

Chacun des écarts ± lx aura pour probabilité {, 

Supposons que c — nlx et cherchons la probabilité pour que le 
cours c soit atteint précisément à l’époque t; c’est-à-dire pour que ce 
cours soit atteint à cette époque t, sans l’avoir jamais été antérieure¬ 
ment. Si, pendant les m unités de temps, le cours a varié de la quantité 
nlx, c’est qu’il y a eu — - variations en hausse et —~ n variations 

en baisse. 


La probabilité pour que, sur m variations. 


favorables est 


wl 

m — n j m -f- n j 
2 2 



il y en ait eu 


m -t- n 
2 


Ce n’est pas cette probabilité que nous cherchons, mais le produit 
de cette probabilité par le rapport du nombre des cas où le cours 
n Aa?est atteint à l’époque mil, ne l’ayant pas été précédemment, au 
nombre total des cas où il est atteint à l’époque mit. 

Nous allons calculer cc rapport. 


Pendant les m unités de temps que nous considérons, il y a eu 

variations en hausse et ^—- variations en baisse. 

2 2 
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Nous pouvons représenter une des combinaisons donnant une 
hausse de nbx en m unités de temps par le symbole 

B, H, H, . . . B/n —n . . . H /n -i n * 

1 S 

B, indique que, pendant la première unité de temps, il y a eu baisse; 
H,, qui vient ensuite, indique qu’il y a eu hausse pendant la seconde 
unité de temps, etc. 

Pour qu’une combinaison soit favorable, il faut que, en la lisant de 
droite à gauche, le nombre des H soit constamment supérieur à celui 
des B. Nous sommes ramenés, comme on voit, au problème suivant : 

Sur n lettres il y a — - lettres H et lettres B; quelle est la 

probabilité pour que, en écrivant ces lettres au hasard et en les lisant 
dans un sens déterminé, le nombre des H soit, durant toute la lecture, 
toujours supérieur à celui des B? 

La solution de ce problème, présenté sous une forme un peu diffé¬ 
rente, a été donnée par M. André. La probabilité cherchée est égale 

. n 

a —• 

m 
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ou, en remplaçant n par — ~ etm par 8 îcÆ 2 /, 


\Jn 


S/2 

dtc\/ï 

- *- r e 

2 V 7T kt \>t 


r* 


Telle est l’expression de la probabilité pour que le cours c soit 
atteint à l’époque dt, ne l’ayant pas été antérieurement. 

La probabilité pour que le cours c ne soit pas atteint avant l’époque 
t aura pour valeur 

\f* 


P = A f C .l* _ e inku dt 
J, 


J’ai multiplié l’intégrale par une constante à déterminer A, parce 
que le cours ne peut être atteint que si la quantité désignée par m 
est paire. 

En posant 


l'¬ 


on a 


C 

1 yftkft 


i — P = 2^2 A Ç d"k. 

do 

Pour déterminer A, posons c = oo, alors P = o et 



1 = 2^2 A J e~^' dl — \fï \Jn A ; 

donc 

A = 1 , 


y 2 \Jn 

alors 



>“P=— / e~»dl. 

\kJ 0 


La probabilité, pour que le cours x soit atteint ou dépassé pendant Vin - 
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tervalle de temps t a donc pour expression 


P = 



Jf 


X 


e~» cTk. 


La probabilité pour que le cours x soit atteint ou dépassé à l’époque t 
a pour expression, comme nous l’avons vu, 



IX f 

2 ^ K Jq 




-»dk. 


On voit que 9 est la moitié de P. 

La probabilité pour qu 'un cours soit atteint ou dépassé à l’époque t est 
la moitié de la probabilité pour que ce cours soit atteint ou dépassé dans 
l’intervalle de temps t. 


La démonstration directe de ce résultat est très simple : Le cours 
ne peut être dépassé à l’époque t sans l’avoir été antérieurement. La 
probabilité 9 est donc égale à la probabilité P, multipliée par la pro¬ 
babilité pour que, le cours étant coté à une époque antérieure à t, soit 

dépassé à l’époque t ; c’est-à-dire, multipliée par ^-On a donc 



On peut remarquer que l’intégrale multiple qui exprime la probabi¬ 
lité 1 — P et qui semble réfractaire aux procédés ordinaires de calcul 
se trouve déterminée par un raisonnement très simple grâce au calcul 
des probabilités. 

Applications. — Les Tables de la fonction 6 permettent de calculer 
très facilement la probabilité 


Pm-e 



)' 
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La formule 

P =,_ » 

montre que la probabilité est constante, quand l’écart x est propor¬ 
tionnel à la racine carrée du temps ; c’est-à-dire, quand il a une expres¬ 
sion de la forme x = ma. Nous allons étudier les probabilités corres¬ 
pondant à certains écarts intéressants. 

Supposons d’abord que x = a — kft; la probabilité P est alors égale 
à 0,69. Quand l’écart a est atteint, on peut, sans perte, revendre du 
ferme sur la prime simple a. Donc : 

Il y a deux chances sur trois pour que l’on puisse, sans perte, revendre 
du ferme sur une prime simple. 

Particularisons la question en l’appliquant à la rente 3 pour 100; 
sur une période de 60 mois, 38 fois, on a pu revendre à l’écart a ; ce 
qui correspond à une probabilité de o, 63 . 

Étudions maintenant le cas où x — 2 a. 

La formule précédente donne pour probabilité o, 43 . 

Quand l’écart 2 a est atteint, on peut revendre sans perte du ferme 
sur une prime double; ainsi : 

Il y a quatre chances sur dix pour que l'on puisse, sans perle, revendre 
du ferme sur une prime double. 

Sur une période de Go liquidations, la rente 3 pour 100 a atteint 
23 fois l’écart ia, ce qui donne pour probabilité o, 38 . 

L’écart 0,7 a est celui de l’option du double; la probabilité corres¬ 
pondante est 0,78. 

On a trois chances sur quatre de pouvoir , sans perte, revendre du ferme 
sur une option du double. 

L’option du triple doit se traiter à un écart 1,1a auquel correspond 
la probabilité 0,66. 
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On a deux chances sur trois de pouvoir, sans perte, revendre du ferme 
sur une option du triple. 

Citons, enfin, comme écarts remarquables l'écart 1,7a qui corres¬ 
pond à une probabilité de ^ et l’écart 2,9a qui correspond à une pro¬ 
babilité de 7- 


Espérance mathématique apparente. — L’espérance mathématique 


_ ?£ 


C t -.Px~x-^ f 

\ TC J Q 


est une fonction de x et de /; diflerentions-la par rapport à x, nous 
aurons 

- — .r* 

a „ „ xc 


àÇ\ ( _a_ f 


e~ cTk — 


■Kk\Jt 


Si l’on considère une époque déterminée t, cette espérance sera 
maxima lorsque 

dC t 


dx 


— o, 


c’est-à-dire, quand x = 2 a, environ. 

Espérance totale apparente. — L’espérance totale correspondant au 
temps t sera l’intégrale 

f Px dx. 

Posons 




Différentions en a, nous aurons 
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ou /'(a) = 2it a. On a donc 

/(a) — na t =itk t t. 

L’espérance totale est proportionnelle au temps. 
Époque de la plus grande probabilité. — La probabilité 


P = 


a 




e->' dk 


est une fonction de x et de t. 

L’étude de sa variation, en considérant x comme variable, ne pré¬ 
sente aucune particularité; la fonction décroit constamment quand x 
croît. 

Supposons maintenant que x soit constant et étudions la variation 
de la fonction en considérant / comme variable, nous aurons en difle- 
rentiant 



xe 


JT* 

4 TZk't 


\TZt\Jt 


Nous déterminerons l’époque de la probabilité maxima en annulant 
la dérivée 

x* 

_ ” 4 7t A* t 

d'P _ _/_£*_ _ 3\ 

Ôt 1 ” 27T ktsjt \47T k*t 2 / * 


on a alors 


_ x% 
t 6 7T k* 


Supposons, par exemple, que x = nous aurons t = ~ 

Vépoque la plus probable à laquelle on peut sans perle revendre du 
ferme sur une prime simple est située au dix-huitième de la durée de 
V échéance. 

Si nous supposons maintenant que x=2k\fT iy nous obtenons 
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L’époque la plus probable à laquelle on peut sans perle revendre du 
ferme sur une prime double est située au cinquième de la durée de 
l’échéance. 


La probabilité P correspondant à l’époque 
I_e (^) =°’° 8 - 


a pour valeur 


Époque moyenne. — Lorsqu’un événement peut se produire à diffé¬ 
rentes époques, on appelle époque moyenne de l’arrivée de l’événe¬ 
ment la somme des produits des probabilités correspondant aux 
époques données par leurs durées respectives. 

La durée moyenne est égale à la somme des espérances de durée. 

L’époque moyenne à laquelle le cours x sera dépassé est donc 
exprimée par l’intégrale 



en posant —y*> elle devient 

X* Ç m e-r' d 

y* ^ 

Cette intégrale est infinie. 

L’époque moyenne est donc infinie. 


Époque probable absolue. — Ce sera l’époque pour laquelle on aura 

P = - ou 
2 



on en déduit 


a,89 


L’époque probable absolue varie, de même que l’époque la plus 
probable, proportionnellement au carré de la quantité x, et elle est 
environ six fois supérieure à l’époque la plus probable. 
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Époque probable relative — Il est intéressant de connaître, non seu¬ 
lement la probabilité pour qu’un cours x soit coté dans un intervalle 
de temps t, mais encore l’époque probable T à laquelle ce cours doit 
être atteint ; cette époque est évidemment différente de celle dont nous 
venons de nous occuper. 

L’intervalle de temps T sera tel qu’il y aura autant de chances pour 
que le cours soit atteint avant l’époque T que de chances pour qu’il 
soit coté dans la suite, c’est-à-dire dans l’intervalle de temps T,/. 

T sera donné par la formule 



Comme application, supposons que x — k\ff, la formule donne 
T = o, i8j; donc 

On a autant de chances de pouvoir sans perte revendre du ferme sur 
une prime simple pendant le premier cinquième de la durée de l’engage¬ 
ment que pendant les quatre autres cinquièmes. 

Pour traiter un exemple particulier, supposons qu’il s’agisse de la 
rente et que t = 3 o jours, alors T sera égal à 5 jours. Il y a donc autant 
de chances, nous apprend la formule, pour que l’on puisse revendre 
la rente avec l’écart a (28 e en moyenne) pendant les cinq premiers 
jours, que de chances pour qu’on puisse les revendre dans les 
vingt-cinq jours qui suivent. Parmi les 60 liquidations sur lesquelles 
portent nos observations, 38 fois l’écart a été atteint: 18 fois pendant 
les quatre premiers jours, 2 fois pendant le cinquième et 18 fois 
au delà du cinquième jour. 

L’observation est donc d’accord avec la théorie. 

Supposons maintenant que x = 2k \'t, nous trouvons T = 0,42/; 
or la quantité 2k \jl est l’écart de la prime double, on peut donc dire : 

Il y a autant de chances pour que l’on puisse sans perte revendre du 
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ferme sur une prime double pendant les quatre premiers dixièmes de la 
durée de l’engagement que pendant les six autres dixièmes. 

Occupons-nous encore de la rente : nos observations précédentes 
nous ont montré que, dans 23 cas sur 60 liquidations, l’écart 2 a 
( 56 e en moyenne) avait été atteint; sur ces 23 cas, l’écart a été atteint 
11 fois avant le il\ du mois et 12 fois après cette époque. 

L’époque probable serait 0,11/ pour l’option du double et 0,21/ 
pour l’option du triple. 

Enfin, l’époque probable serait la moitié de l'époque totale si x était 
égal à 2,5 kfi. 

Distribution de la probabilité. — Nous avons jusqu’à présent résolu 
deux problèmes : 

La recherche de la probabilité à l’époque /. 

La recherche de la probabilité pour qu’un cours soit atteint dans un 
intervalle de temps t. 

Nous allons résoudre ce dernier problème d’une façon complète; il 
ne suffit pas de connaître la probabilité peur que le cours soit atteint 
avant l’époque/; il faut aussi connaître la loi de probabilité à l'époque/ 
dans le cas où le cours n’est pas atteint. 

Je suppose, par exemple, que nous achetions de la rente pour la 
revendre avec un bénéfice c. Si à l’époque t la revente n’a pu être 
effectuée, quelle sera, à cette époque, la loi de probabilité de notre 
opération? 

Si le course n’a pas été atteint, cela provient de ce que la variation 
maxima à la hausse a été inférieure à c, alors que la baisse a pu être 
indéfinie; il y a donc dissymétrie évidente de la courbe des probabi¬ 
lités à l’époque t. 

Cherchons quelle sera la forme de cette courbe. 

Soit ABCEG la courbe des probabilités à l’époque t, en supposant 
que l’opération dût subsister jusqu’à cette époque ( Jig . 11). 

La probabilité pour que, à l’époque /, le cours c soit dépassé est 
représentée par l’aire DCEG qui, évidemment, ne fera plus partie de 
la courbe des probabilités dans le cas de la revente possible. 

B. 9 
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Nous pouvons même affirmer a priori que l’aire de la courbe des 
probabilités devra encore, dans ce cas, être diminuée d’une quantité 
égale à DCEG, puisque la probabilité P est le double de la probabilité 
représentée par DCEG. 

Fig. ii. 



Si le cours c est atteint à l’époque t,, le cours H aura, à cet instant, 
la même probabilité que le cours H' symétrique. 

La possibilité de la revente au cours c supprime donc, en même 
temps que la probabilité en H, une probabilité égale en H', et pour 
avoir la probabilité à l’époque t, nous devons retrancher des ordon¬ 
nées de la courbe ABC celles de la courbe G'E'C', symétrique de GEC. 
La courbe de probabilité cherchée sera donc la courbe DKM. 

Cette courbe a pour équation 




HC-.V1 1 ' 


]• 


Cours de probabilité maxima. — Pour obtenir le cours dont la pro¬ 
babilité est la plus grande, dans le cas où le cours c n’a pas été atteint, 

il suffit de poser ^ = o; on obtient ainsi 


X 


IC — X 


-l- e 


c(c — X) 
TZk't 


O. 


Si l’on suppose c = a — k\Jl, on obtient 

x m — i, 5 âr, 

si l’on suppose c = ia, on obtient 

x m — 0,4 0% 
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Enfin, on obtiendrait 
si c était égal à i, 33 a. 


X,„ — — c, 


Cours probable. — Cherchons l’expression de la probabilité dans 
l’intervalle zéro, «; ce sera 

—— / c >*"'dx - - / e »**■' dx. 

2 ~ Xy lJ 0 iT.kyiJ, 

Le premier terme a pour valeur 

a 2 \lr.l; 


Dans le second, posons 


2 V'TT X y/7 /. — 2 c — x; 


ce terme deviendra 


1 *1 /**> ît* t^ , i o t I 

2 J„ 3 

L’expression cherchée de la probabilité est donc 

- ef—^^ — ! ef —A -+-1 e/_ 3 4 =^ 4 -_ Y 

3 yay'rXy/?/ 3 \Qy / -/V^/ 3 \ay7:Xy 7/ 

Il est intéressant d’étudier le cas où « = c pour connaître la pro¬ 
babilité de bénéfice d’un achat ferme lorsque le cours de revente n’a 
pu être atteint. 

La formule ci-dessus devient dans l'hypothèse u = r 


e 


(ay/rX y/ï) 3 ^ay^X y <)’ 


Supposons que c = a, la probabilité est alors o,o 3 . 

Si l’écart a n’a jamais été atteint dans l’intervalle /, il n’y a que 
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trois chances sur cent pour que, à l’époque t, le cours se trouve com¬ 
pris entre zéro et a. 

On peut acheter une prime simple avec l’idée préconçue de re¬ 
vendre du ferme sur cette prime dès que son écart sera atteint. 

La probabilité de la revente est, comme nous l’avons vu, 0,69. La 
probabilité pour que la revente n’ait pas lieu et qu’il y ait bénéfice 
est o,o 3 et la probabilité de perte est 0,28. 

Supposons que c = 2 a, la probabilité est alors o, 1 3 . 

Si l’écart 2 a n’a jamais été atteint dans l’intervalle /, il y a treize 
chances sur cent pour que, à l’époque t, le cours se trouve compris 
entre zéro et 2 a. 


Le cours probable est celui dont l’ordonnée divise en deux parties 
égales l’aire de la courbe des probabilités. Il n’est pas possible d’ex¬ 
primer sa valeur en termes finis. 


Espérance réelle. — L’espérance mathématique k \[t = a exprime 
l’espérance d’une opération qui doit durer jusqu’à l’époque t. 

Si l’on se propose de réaliser l’opération dans le cas où un certain 
écart serait atteint avant l’époque t, l’espérance mathématique a une 
valeur toute différente, variant évidemment entre zéro et k \û quand 
l’écart choisi varie entre zéro et l'infini. 

Soit c le cours de réalisation d’un achat, par exemple; pour obtenir 
l’espérance positive réelle de l’opération, on doit ajouter à l’espé¬ 
rance de revente cP l’espérance positive correspondant au cas où la 
revente n’a pas lieu, c’est-à-dire la quantité 



Si l’on effectue l’intégration du premier terme et si l’on ajoute l’in¬ 
tégrale entière à l’espérance de revente 


cl' = c-c— 
V r. 
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on obtient pour expression de l’espérance réelle 


/ r1 \ r** 

y = c+ kfil ' i - e -cX / 

v/ 7 r /û 


ou 




6 <| 


Si l’on suppose que c = ao, on retrouve bien k fit. On pourrait 

facilement développer £ en série; mais la formule qui précède est plus 

avantageuse, elle se calcule avec les Tables de logarithmes et avec 
celles de la fonction 0. 

• Pour c = a, on obtient 

£ = 0,710; 

on a de même pour c = ia 

£ = 0,900. 

Les espérances de revente étaient, pour ces mêmes écarts, 0,69a 
et 0,86a. 


L’écart moyen en baisse, lorsque le cours c n’est pas atteint, a pour 
valeur 


J' pxdx 


r 


jO 

P, désignant fa quantité j" pdx 


« “ , — P — P, 

X 


F/écart moyen a donc pour valeur 2,54<* lorsque c — a et 2,16a 
lorsque c = za. 

Si l’on suppose c — », on voit que l’écart moyen est égal à ia, ré¬ 
sultat déjà obtenu. 


Reprenons, à titre d’exemple, le problème général relatif à l’écart a. 
J’achète ferme avec l’idée préconçue de revendre avec l’écart 
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a = k\jt. Si à l’époque t la vente n’a pu être effectuée, je vendrai quel 
que soit le cours. 

Quels sont les principaux résultats que fournit le Calcul des proba¬ 
bilités sur cette opération? 

L’espérance réelle positive de l’opération est 0,71a. 

La probabilité de la revente est 0,69. 

L’époque la plus probable de la revente est 

L’époque probable de la revente est |- 

Si la revente n’a pas lieu, la probabilité de réussite est o,o 3 , la pro¬ 
babilité de perte 0,28, l’espérance positive 0,02a, l’espérance néga¬ 
tive 0,71a; la perte moyenne 2 , 54 a. 

La probabilité totale de réussite est 0,72. 

Je ne crois pas nécessaire de présenter d’autres exemples; on voit 
que la théorie actuelle résout par le Calcul des probabilités la plupart 
des problèmes auxquels conduit l’étude de la spéculation. 

Une dernière remarque ne sera peut-être pas inutile. Si, à l’égard de 
plusieurs questions traitées dans cette étude, j’ai comparé les résultats 
de l’observation à ceux de la théorie, ce n’était pas pour vérifier des 
formules établies par les méthodes mathématiques, mais pour montrer 
seulement que le marché, à son insu, obéit à une loi qui le domine : 
la loi de la prohabilité. 


3<Sai3 PARIS. — IMPRIMERIE GAUTHIF.R-YILLARS, QCAI DES C.RANDS-AlT.rSTWS, 55. 
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